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Streszczenie

Cel: Celem artykutu jest wskazanie metody szacowania Value-at-Risk, ktéra generuje najdoktadniejsze
prognozy w przypadku portfeli inwestycyjnych. W pracy przyjmuje sie, ze doktadnos¢ prognoz Value-
-at-Risk mierzona jest za pomocg testow Kupca i Christoffersena. Dodatkowo zbadano réwniez, jaki
jest wptyw konstrukcji danego portfela na jego podatnosé na ryzyko.

Metodyka: Badanie przeprowadzono, wykorzystujgc dane dotyczace indekséw gietdowych pobranych
ze strony Stooq.com. Do oszacowania Value-at-Risk wykorzystana zostata metoda symulacji historycz-
nej oraz dwa modele GARCH(1,1) z réznymi rozktadami teoretycznymi. Dodatkowo wyniki zostaty
poddane walidacji i weryfikacji z uwzglednieniem zdarzen, takich jak brexit, pandemia COVID-19 czy
atak Rosji na Ukraine.

Wyniki: Najdoktadniejsze prognozy Value-at-Risk otrzymano za pomocg modelu GARCH(1,1) z rozkfa-
dem skosnym t-Studenta, ponadto w praktycznie kazdym przypadku modele GARCH generowaty doktad-
niejsze prognozy niz symulacja historyczna.

Implikacje i rekomendacje: Aktywa oraz portfele inwestycyjne czesto narazone sg na straty spowodo-
wane wzrostem ryzyka rynkowego w okresach duzych zmian na rynkach finansowych. Prognozowanie
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VaR jest jednym z kluczowych narzedzi uzywanych w analizie ryzyka finansowego, szczegélnie w kon-
tekscie portfeliinwestycyjnych. Inwestorzy powinnitgczy¢ VaR zinnymi narzedziami analitycznymi oraz
regularnie testowac i aktualizowac¢ modele w zaleznosci od zmieniajgcych sie warunkéw rynkowych.

Oryginalnosé/wartos¢: Zagadnienie to jest istotne z perspektywy problemu zarzadzania ryzykiem przez
banki i inne instytucje finansowe. Nie ma obecnie zalecanej metody szacowania Value-at-Risk, ktora
bytaby standardem w branzy, dlatego zostata podjeta préba opracowywania i testowania podejscia
w obrebie sposobdw wyznaczania wartosci zagrozonej.

Stowa kluczowe: Value-at-Risk, model GARCH, portfele inwestycyjne, ryzyko rynkowe

1. Wstep

Jednym z najwiekszych problemdw, z jakimi obecnie muszg zmagac sie instytucje finansowe oraz
inwestorzy, jest wystepowanie zwiekszonego ryzyka rynkowego spowodowanego dynamicznie zmie-
niajgcy sie sytuacjg ekonomiczng, ktéra w znaczacy sposdb wptywa na rynki finansowe. Ryzyko
rynkowe zostato zdefiniowane przez Komisje Nadzoru Finansowego (2024) jako: ,ryzyko utraty wartosci
aktywodw, wzrostu poziomu zobowigzan lub negatywnej zmiany wyniku finansowego w rezultacie
wrazliwosci na zmienno$¢ parametrow rynkowych (cen na rynku)”. Mozna wyrdznic¢ trzy gtdéwne
rodzaje ryzyka rynkowego: ryzyko stop procentowych, polegajgce na utracie wartosci aktywoéw spowo-
dowanej ich wrazliwosciag na zmiany stép procentowych, ryzyko kursowe (walutowe), jakim jest
niebezpieczenstwo spadku wartosci aktywow w konsekwencji zmian kurséw walut, oraz ryzyko zmian
cen towardw i akcji. Kazde z powyzej wymienionych typow ryzyka stanowi powazne zagrozenie dla
funkcjonowania bankéw oraz innych instytucji finansowych. Niewtasciwe zarzgdzanie ryzykiem finan-
sowym lub jego brak moze prowadzi¢ do powaznych konsekwencji nie tylko dla danej instytucji, ale
rowniez dla catego sektora bankowego. Dobrym przyktadem jest swiatowy kryzys finansowy w latach
2007-2009, spowodowany przez krach na rynku kredytéw hipotecznych subprime. Przy obecnej, mato
stabilnej i dynamicznie zmieniajgcej sie sytuacji ekonomicznej na sSwiecie prawidtowe zarzadzanie ryzy-
kiem stato sie jednym z kluczowych wyzwan dla wszystkich instytucji finansowych oraz inwestorow.

Przez lata powstato wiele metod oraz instrumentdw majacych na celu minimalizacje ryzyka rynkowego,
wcigz opracowywane sg rowniez nowe podejscia oraz instrumenty do zarzgdzania wskazanym proble-
mem. Do najczesciej stosowanych nalezg Value-at-Risk (VaR, wartos¢ zagroiona) oraz Expected
Shortfall (ES, oczekiwana strata warunkowa). Pierwszy opisuje maksymalng oczekiwang wartosé¢
straty na danym portfelu/aktywie, ktéra moze wystgpi¢ w warunkach rynkowych w okreslonym czasie
i z okreslonym prawdopodobienstwem. Expected Shortfall z kolei okresla oczekiwany zwrot z danego
portfela lub aktywa dla ustalonego procenta najgorszych przypadkdéw. Miary te sg ze sobg zatem scisle
powigzane, gdyz ES wskazuje na to, jak duza strata wygenerowana zostanie w przypadku przekroczenia
VaR o okredlonym poziomie dla danego aktywa. Value-at-Risk jest jednak miarg stosowang powszech-
nie przez instytucje finansowe, dlatego to wokdt wskazanego pojecia skupiac sie bedzie ten artykut.
Mimo iz VaR jest miarg obligatoryjng w zakresie zarzadzania ryzykiem przez banki, to nie istnieje jedna
obiektywnie najlepsza metoda jej wyznaczania.

Opracowano wiele réznych metod szacowania Value-at-Risk, od najprostszych, takich jak metoda
symulacji historycznej, ktorg obliczyé mozna za pomoca arkusza kalkulacyjnego, az po znacznie bardziej
skomplikowane metody wykorzystujgce zaawansowane modele ekonometryczne (zob. Fiszeder i in.,
2023; Kakade i in., 2022). Obecnie wcigz tworzone sg nowe podejscia do wyznaczania wartosci zagro-
zonej w jak najdoktadniejszy sposéb, np. za pomocg modeli uczenia maszynowego. Mozna wyrdznic
jednak pewne metody wyznaczania Value-at-Risk, ktére cieszg sie znacznie wiekszg popularnoscia niz
pozostate, nalezg do nich np. modele klasy GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Hetero-
skedasticity). Modele tej klasy szczegdlnie dobrze radza sobie z modelowaniem finansowych szeregéw
czasowych oraz skutecznie wykrywajg wystepowanie faktdw stylizowanych w szeregach czasowych,
takich jak grupowanie wariancji, ktére sg charakterystyczne dla szeregdw zwrotdéw z instrumentdéw
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finansowych. Wskazany model jest zatem czesto stosowany jako jedna z podstawowych metod wyzna-
czania VaR, ma on réwniez rézne rozszerzenia, ponadto mozna go stosowaé w potgczeniu z licznymi
rozktadami teoretycznymi (nie tylko z rozktadem normalnym).

Celem pracy jest wskazanie metody szacowania Value-at-Risk, ktéra generuje najdokfadniejsze prog-
nozy w przypadku portfeli inwestycyjnych, uwzgledniajgc zdarzenia, takie jak brexit, pandemia COVID-19
czy atak Rosji na Ukraine. W pracy przyjmuje sie, ze doktadnos$¢ prognoz Value-at-Rrisk mierzona jest
za pomocg testow Kupca i Christoffersena. Wyniki zostaty poddane walidacji i weryfikacji. Dodatkowo
zbadano réwniez, jaki jest wptyw konstrukcji danego portfela na jego podatnos¢ na ryzyko.

Zagadnienie to jest istotne z perspektywy problemu zarzadzania ryzykiem przez banki i inne instytucje
finansowe. Nie istnieje obecnie jedna najlepsza metoda szacowania Value-at-Risk bedgca standardem
w branzy, wcigz opracowywane i testowane sg nowe podejscia w obrebie sposobdw wyznaczania
wartosci zagrozonej. Ponadto aktywa oraz portfele inwestycyjne czesto narazone sg na straty spo-
wodowane wzrostem ryzyka rynkowego w okresach duzych zmian na rynkach finansowych. Istotne
jest zatem znalezienie modelu, ktéry jest w stanie jak najdoktadniej oszacowal przyszte zmiany
wartosci danego aktywa i zniwelowaé wystgpienie ryzyka rynkowego. Rozwazona zostanie metoda
wyznaczania VaR — symulacja historyczna oraz dwa modele GARCH z réznymi rozktadami. Analiza
przeprowadzona zostanie na dwdch réznych portfelach inwestycyjnych w okresie od poczatku 2016
roku do kwietnia 2023 roku. Dane dotyczgce indekséw gietdowych pobrano ze strony Stoog.com.

W artykule zaprezentowano metodyke prognozowania VaR, ktdéra uwzglednia zmiany w zmiennosci
rynkéw finansowych, zwtaszcza w okresach kryzyséw lub duzych fluktuacji. Oryginalnym wktadem jest
rozwazenie podejs¢, ktére dostosowujg prognozy do aktualnej sytuacji rynkowej, zamiast polegac na
statych, historycznych danych.

2. Przeglad literatury i sformutowanie hipotez

Berkowitz i O’Brien (2002) analizowali modele stosowane przez banki komercyjne stuzgce do szaco-
wania Value-at-Risk dla szeregow dziennych zyskow i strat z dziatalnosci bankowej szesciu bankodw,
nastepnie poréownali ich skuteczno$¢ z modelem GARCH(1,1). Doszli oni do wniosku, ze $redni wskaznik
naruszenia dla VaR szeregu czasowego wyznaczanej metodg GARCH jest nizszy niz w przypadku
wartosci zagrozonej wyliczanej przez banki. Maksymalne naruszenia sg podobne dla obu metod,
jednak banki stosujg bardziej konserwatywne podejscie w wyznaczaniu VaR, co potwierdza skutecz-
no$¢ modelu GARCH, poniewaz za jego pomocg uzyskano doktadniejsze oszacowania wartosci zagro-
zonej niz przy uzyciu skomplikowanych modeli opracowanych przez banki. Model GARCH dobrze
sprawdza sie rowniez w przypadku wyznaczania Value-at-Risk w niestacjonarnych szeregach czaso-
wych. Jego zaletg jest skutecznos¢ w modelowaniu szeregdw czasowych o wariancji zmiennej w czasie
(szeregi heteroskedastyczne) oraz takich, w ktdrych wystepuje zjawisko grupowania wariancji (Karan-
dikar i in., 2009). Brooks i Persand (2003) testowali, ktére metody najlepiej nadajg sie do szacowania
zmiennosci, a jednym z kryteriéw byt poziom doktadnosci wyznaczania Value-at-Risk. W artykule
zaprezentowano modele o réznym poziomie skomplikowania, w tym piec réznych modeli klasy GARCH,
ktére wyrdzniajg sie skutecznoscia pod wzgledem szacowania wartosci zagrozonej. Na poziomie
istotnosci 5% szczegdlnie pozytywnie wyrdznia sie standardowy GARCH(1,1), ktérego rzeczywisty
wskaznik pokrycia (likelihood ratio, LR) jest bliski wskaznikowi nominalnemu.

Powyzisze artykuty wskazaty sytuacje, w ktérych standardowy model GARCH ma przewage w sza-
cowaniu Value-at-Risk. Obecnie jednak coraz czesciej do wyznaczania wartosci zagrozonej stosuje sie
inne, bardziej skomplikowane modele klasy GARCH, lub inne bardziej zaawansowane modele eko-
nometryczne. McMillan i Speight (2007) zaproponowali wykorzystanie modeli GARCH Il i lll generacji
w celu wyznaczenia VaR. Przewagg modeli Il generacji nad standardowym GARCH jest uwzglednienie
przez nie mozliwosci asymetrycznego wptywu pozytywnych i negatywnych szokéw na wariancje
warunkowa. Sg one réwniez skuteczne w wykrywaniu efektu dzwigni w danym szeregu czasowym.
Modele Il generacji uwzgledniajg nie tylko asymetryczny wptyw szokéw, ale réwniez efekt dtugiej
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pamieci, ktéry polega na uwzglednieniu wptywu wysoce trwatych, lecz przejsciowych szokéw w pro-
gnozowaniu zmiennosci. Oznacza to, ze tgczna zmienno$é obejmuje sktadniki zaréwno dtugo-okresowe,
jak i bardziej przejsciowe. Wong i in. (2016) pokazali, ze wsrdd wybranych modeli klasy GARCH i modeli
opartych na zrealizowanej zmiennosci (realized volatility) najbardziej skuteczny w prognozowaniu
Value-at-Risk na wybranych poziomach istotnosci jest model E-GARCH, ktérego przewagg jest
uwzglednienie asymetrycznego zachowania zmiennosci oraz efektu dzwigni. Elenjical i in. (2016)
przeprowadzili natomiast analize miedzyrezimowg (cross-regime), ktéra odnosi sie do pytania o od-
pornos¢ danego modelu w réznych okresach, w ktérych warunki rynkowe ulegajg zmianie, w celu
oceny doktadnosci prognozowania kazdego modelu VaR w stosunku do jego alternatyw w réznych
warunkach rynkowych. Najlepsze oszacowanie VaR w przypadku catego badanego okresu, obejmuja-
cego rézne rezimy rynkowe, uzyskane zostato za pomocg modelu z dtugg pamiecig (FIEGARCH).
Problemem rozpatrywanego modelu jest jego tendencja do nadmiernego kompensowania rzeczywistych
strat w okresach przedkryzysowych, a niedoszacowania w okresach kryzyséw. W przypadku rozpa-
trywania podokreséw osobno znacznie lepiej wypadajg inne modele, a szczegdlnie E-GARCH.

Modele klasy GARCH mogg by¢ rozpatrywane nie tylko z rozktadem normalnym, ale réwniez z innymi
rozktadami statystycznymi. Szczegdlnie dobrze w szacowaniu Value-at-Risk radzg sobie rozktady lepto-
kurtyczne, a zwtaszcza t-Studenta, ktéry w potaczeniu z prostym modelem E-GARCH generuje bardzo
doktadne prognozy wartosci zagrozonej dla wiekszosci rynkéw (Angelidis i in., 2004). Abounoori i in.
(2016) réwniez zaobserwowali przewage rozktadéw t-Studenta oraz GED nad rozktadem normalnym.
Zastosowali oni rowniez model GARCH w potaczeniu z przetgcznikowym modelem Markowa (Markov
switching model) oraz modelem autoregresyjnym (AR) w celu doktadniejszego oszacowania wartosci
zagrozonej. Jego przewagg jest mozliwos¢ przetaczania niektérych lub wszystkich parametréw modelu
pomiedzy réznymi rezimami zgodnie z procesem Markowa. Kolejny skuteczny model do szacowania
Value-at-Risk zostat zaproponowany przez Chen i Watanabe’ego (2018). Progowy zrealizowany GARCH
(threshold realized GARCH) modeluje wspdlnie dzienne zwroty oraz zrealizowang zmiennos¢, uwzgled-
niajac tendencyjnos¢ i asymetrie zrealizowanej zmiennosci. Stosowanie wskazanego modelu w potgcze-
niu z rozktadem t-Studenta prowadzi do znacznej poprawy prognozowania zmiennosci i szacowania VaR
w poréwnaniu z bardziej powszechnymi modelami GARCH. W$réd modeli klasy GARCH mozemy
wyrézni¢ modele jedno- oraz wielowymiarowe, przy czym te pierwsze sg znacznie szerzej stosowane,
a modele wielowymiarowe stosuje sie wytgcznie do szacowania VaR dla portfeli inwestycyjnych.
W wiekszosci przypadkéw nie ma preferencji pomiedzy tymi modelami w doktadnosci szacowania
wartosci zagrozonej, jednak gdy taka preferencja istnieje, to na korzy$s¢ modeli wielowymiarowych
(Santos i in., 2013). Szczegdlnie widoczna jest w przypadku obliczania VaR dla duzych i zdywersy-
fikowanych portfeli. Wybdér modelu wielowymiarowego najlepiej sprawdza sie, gdy celem jest pomiar
i prognoza wartosci zagrozonej zwigzanej z liniowg kombinacjg poszczegdlnych aktywéw w portfelu,
warto wtedy modelowac wspdlng dynamike tych aktywow za pomocg wskazanego modelu. Fiszeder i in.
(2023) zaobserwowali, ze istniejg modele wielowymiarowe bardziej skuteczne niz DCC- oraz CCC-GARCH
(wielowymiarowe GARCH). DCC-OHLC (Dynamic Conditional Correlation — Opening, High, Low and Closing)
jest modelem wielowymiarowym, w ktérym dzienne ceny otwarcia, wyzu, nizu i zamkniecia wykorzysty-
wane sg w rownaniach zaréwno wariangji, jak i korelaciji.

Wsrdd metod stosowanych do obliczania Value-at-Risk mozna wyrdzni¢ metode symulacji historycznej
lub wariancji-kowariancji, nazywang réwniez parametryczng, ktéra stosowana jest w potgczeniu
z réznymi modelami do analizy szeregdw czasowych, np. GARCH. Istnieje rowniez metoda filtrowane;j
symulacji historycznej, faczgca dwa powyisze podejécia i przewagi z nich wynikajgce, zapewniajgca
réwniez lepsze wyniki niz te metody (Kakade i in., 2022). Sadeghi i Shavvalpour (2006) opracowali
metode symulacji historycznej z prognozowaniem ARMA (autoregressive moving-average model):
HSAF (historical simulation ARMA forecasting), ktéra rézni sie od standardowego podejscia tym, ze nie
wykorzystuje bezposrednio rozktadu przesztych stép zwrotu, a rozktad btedéw prognoz, uzyskany
z oszacowanego modelu ARMA. Metoda ta w niektdrych przypadkach potrafi generowad prognozy VaR
lepsze niz modele GARCH.

Literatura dotyczaca szacowania Value-at-Risk za pomoca roznych metod skupia sie przede wszystkim na
opracowywaniu i porédwnywaniu coraz to nowszych i bardziej skomplikowanych modeli w celu osiggnie-
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cia jak najdokfadniejszych prognoz wartosci zagrozonej. W niniejszym artykule duzy nacisk potozony
zostat na samg konstrukcje modelu do szacowania VaR, z uwzglednieniem zmian w zmiennosci rynkéw
finansowych, zwtaszcza w okresach kryzyséw lub duzych fluktuacji.

Na podstawie literatury przedmiotu w artykule sformutowano hipotezy badawcze, ktére niniejsza
praca ma na celu zweryfikowaé. Angelidis i in. (2004) zaobserwowali, Zze modele GARCH z rozktadem
t-Studenta dokfadniej szacujg Value-at-Risk (VaR) niz modele oparte na rozktadzie normalnym, szcze-
gblnie w przypadku leptokurtycznych rozktadéw zwrotéw. Z kolei Guermat i Harris (2002) zauwazyli,
ze modele GARCH z rozktadem t-Studenta przewyzszajg inne modele tej klasy w estymacji VaR dla
portfeliinwestycyjnych. W zwigzku z tym pierwsza hipoteza badawcza postawiona w artykule zaktada,
ze modele GARCH z rozktadem t-Studenta dokfadniej szacujg Value-at-Risk niz modele z rozktadem
normalnym, zwtaszcza w warunkach wystepowania leptokurtycznych rozktadéw zwrotéw, z uwzgled-
nieniem okreséw takich jak pandemia COVID-19 oraz agresja Rosji na Ukraine.

Brooks i Persand (2003) stwierdzili, ze portfele inwestycyjne s3 mniej podatne na ryzyko rynkowe niz
poszczegdlne aktywa. Nie zbadali jednak, w jaki sposdb liczba sktadnikéow portfela wptywa na jego
podatnos¢ na ryzyko. Dlatego warto poddac weryfikacji rdwniez drugg hipoteze badawcza, zgodnie
z ktérg portfele sktadajace sie z wiekszej liczby instrumentdw sg bardziej odporne na ryzyko rynkowe
niz te zawierajgce mniejszg liczbe aktywdw. W niniejszej pracy hipoteza ta zostanie zweryfikowana na
podstawie doktadnosci oszacowan Value-at-Risk —im doktadniejsze sg prognozy VaR dla danego portfela,
tym wiekszg odpornos¢ na ryzyko wykazuje ten portfel.

3. Metodyka

3.1. Metody uzyte do szacowania Value-at-Risk

Jedng z metod wybranych do wyznaczania wartosci zagrozonej jest symulacja historyczna. Jest to
najmniej skomplikowana z wybranych metod szacowania Value-at-Risk, przez co wyniki osiggane za jej
pomocg nie zawsze sg bardzo doktadne. Jej precyzja wzrasta natomiast w przypadku duzej préby
obserwacji. Oszacowania tg metoda wymagajg wyboru odpowiedniego przedziatu danych historycz-
nych, ktéry stuzy za rozktad empiryczny. Jednodniowe prognozy VaR sg szacowane przy uzyciu okna
kroczacego dla catego szacowanego okresu out-of-sample.

Kolejng z metod wyznaczania Value-at-Risk jest zastosowanie modelu GARCH(p,q). Do badania
przeprowadzonego w niniejszym artykule uzyty zostanie model GARCH z parametramip =1, g = 1,
ktérego warunkowa wariancja zalezy od jej wtasnych opdznien i kwadratéw przesztych wartosci
btedéw. Model GARCH(1,1) zostat wybrany jako kluczowa metoda prognozowania Value-at-Risk w tym
artykule miedzy innymi ze wzgledu na popularnosé — jest to jedna z najczesciej uzywanych metod
szacowania VaR. Jest on réwniez bardzo skuteczny w modelowaniu skupien wariancji, ktérych wyste-
powanie stwierdzone zostato w obu analizowanych portfelach. W badaniu zastosowano do szacowania
VaR modele GARCH z nastepujgcymi rozktadami: normalnym oraz skosnym t-Studenta. Wybér réznych
rozktadow wynika z tego, ze zwroty z danych instrumentéw nie zawsze muszg miec¢ rozktad normalny,
zatem wyprdobowane zostang réwniez inne rozktady, ktére mogg lepiej pasowaé. Zdecydowano sie na
wybodr jednego rozktadu ze skosnoscig, gdyz w obu analizowanych portfelach wystepuje asymetria
lewo- albo prawostronna, mozna oczekiwac zatem, ze model GARCH z takim rozktadem bedzie lepiej
dopasowany. Angelidis i in. (2004) zauwazyli, ze model GARCH z rozktadem t-Studenta generuje znacznie
doktadniejsze prognozy VaR w przypadku wystepowania leptokurtycznych rozktadéw zwrotéw. Za jego
pomocg w wiekszosci przypadkdédw mozna osiggnac rowniez lepsze oszacowania Value-at-Risk dla
zwrotéw z portfeli inwestycyjnych niz uzywajgc modelu GARCH z rozktadem normalnym (Guermat
i Harris, 2002).

Value-at-Risk z zastosowaniem modelu GARCH mozna obliczy¢ za pomoca nastepujgcego wzoru:

VaR, = u+ Ot|t - 1Fe, (1)
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gdzie: u - $rednia wartos¢ zwrotow z portfela, o, _ 1 — warunkowa wariancja z uwzglednieniem

zwrotéw z okresu t — 1, F, — wartos¢ krytyczna okreslona przez poziom ufnosci a i wybrany rozktad
teoretyczny.

W?z6r (1) mozna zastosowac w przypadku kazdego z omawianych modeli GARCH niezaleznie od ich
rozktadu.

3.2. Back-testing

Back-testing polega na ocenie prognozy otrzymanej za pomocg danej metody wyznaczania Value-at-
-Risk w testowanym okresie (out-of-sample), ktora generowana jest na podstawie danych z okresu
estymacji modelu (in-sample). Otrzymane wartosci prognozy VaR; , ; poréwnywane sg z rzeczy-
wistymi wartosciami z okresu r; , 1, gdziet = T, ...,T — 1 oraz T" jest ostatnig obserwacja w okresie
in-sample, a T ostatnig obserwacjg w catym badanym okresie. Definiuje sie réwniez funkcje wskaznika
0 postaci:

1,jezeliry 41 < VaRy 44
0,jezeliry 1 > VaR;

Iy y1= { (2)
Wartosci tej funkcji sktadajg sie na szereg o dtugoscin =T — T, czyli takiej samej jak szeregi prognoz
i rzeczywistych wartosci danej zmiennej. Liczbe przekroczen mozna zatem oznaczy¢ jako n, obliczane

za pomocg wzoru:
T-1
ng = Z It 4 1. (3)
t=T"

Natomiast liczbe braku przekroczen mozna zapisa¢ jako ng = n — n4, z kolei symbolem i oznacza sie
udziat przekroczen w badanej prébie liczony za pomocg wzoru:

ng
T=— 4
- (4)
W celu oceny danej metody szacowania Value-at-Risk porownuje sie wartos$¢ udziatu przekroczen
z wczesniej ustalonym poziomem istotnosci a. Im bardziej wartosci te zblizone s3g do siebie, tym dana
metoda wyznaczania wartosci zagrozonej jest doktadniejsza.

Poza opisanymi powyzej intuicyjnymi metodami oceny modeli VaR, mozna wyrdzni¢ rowniez bardziej
formalne sposoby ich weryfikacji, okreslane jako back-testing, do ktérych zaliczajg sie testy pokrycia
oraz testy niezaleznosci. Pierwszym z nich jest test Kupca (test bezwarunkowego pokrycia, uncon-
ditional coverage), ktéry bada, czy odsetek przekroczen prognozowanej wartosci VaR w prébie
odpowiada zatozonemu poziomowi istotnosci a. Hipoteza zerowa testu zaktada, ze prawdopodobieni-
stwo przekroczenia VaR wynosi a.

HO:P(It = 1) = q. (5)

Hipoteze te mozna zweryfikowac za pomocg bezwarunkowego testu pokrycia, znanego réwniez jako
test ilorazu wiarygodnosci (likelihood ratio test, LR). Test ten odrzuca hipoteze zerowg o poprawnosci
metody szacowania VaR, jesli udziat przekroczen prognozowanej wartosci VaR w badanej prébie jest
statystycznie rézny od przyjetego poziomu istotnosci a. Odrzucenie hipotezy Ho jest w tym przypadku
niepozadane, poniewaz Swiadczy o niedostosowaniu modelu do rzeczywistego ryzyka.

Kolejng metoda weryfikacji modeli VaR jest test niezaleznosci Christoffersena. Podczas gdy test Kupca
koncentruje sie wytgcznie na zgodnosci liczby przekroczen z zatozonym poziomem istotnosci, test
Christoffersena sprawdza dodatkowo, czy przekroczenia wystepujg w sposdb losowy, czy tez tworzg
skupienia (klastry). Weryfikacja tego drugiego warunku jest istotna dla oceny adekwatnosci modelu
VaR, poniewaz wystepowanie skupisk przekroczen moze swiadczy¢ o niedoszacowaniu ryzyka w pew-
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nych okresach, co z kolei zwieksza prawdopodobieristwo poniesienia skumulowanych strat przez
portfel inwestycyjny.

Hipoteza zerowa zaktada, ze przekroczenie prognozowanej wartosci VaR w okresie t jest niezalezne od
przekroczenia w okresie t + 1 i ze prawdopodobienistwo przekroczenia jest réwne przyjetemu pozio-
mowi istotnosci a:

Ho: Py = 1|, =0) =P, = 1|, =1) = a. (6)

Metode wyznaczania Value-at-Risk uznaje sie za poprawnag, jezeli przejdzie ona oba wyzej wymienione
testy, tj. hipoteza zerowa nie zostanie w nich odrzucona. Testy te pozwalajg zatem na identyfikacje
i eliminacje nieadekwatnych modeli, jednak nie stuzg bezposrednio do poréwnywania poszczegdlnych
metod w celu wytonienia tej najdoktadniejszej.

Aby poréwnac skutecznos¢ réznych modeli szacowania wartosci zagrozonej, mozna zestawic liczbe
zaobserwowanych przekroczen VaR z ich oczekiwang liczbg. Modele, dla ktérych liczba przekroczen
jest najbardziej zblizona do wartosci oczekiwanej, mozna uzna¢ za najbardziej trafne i efektywne
w estymacji ryzyka.

3.3. Opis danych

W celu przeprowadzenia badan skonstruowano dwa portfele inwestycyjne. Pierwszy z nich sktada sie
z pieciu wybranych par walutowych: USD/PLN, EUR/PLN, GBP/PLN, CHF/PLN oraz JPY/PLN. Drugi
portfel obejmuje dwa wybrane fundusze inwestycyjne typu ETF notowane na warszawskiej gietdzie:
ETFSP500 (odzwierciedlajgcy amerykanski indeks S&P 500) oraz ETFDAX (odzwierciedlajgcy niemiecki
indeks DAX).

Oba portfele inwestycyjne skonstruowano poprzez przypisanie wszystkim aktywom wchodzgcym w ich
sktad rownej wagi, co w przypadku portfela ETF oznacza wage 1/2, a w przypadku portfela walutowego
— wage 1/5. Dzieki temu zadne z aktywdw nie bedzie miato nieproporcjonalnie wiekszego wptywu na
zmiennos¢ portfela niz pozostate. Portfel walutowy sktada sie z pieciu réznych aktywoéw, co sprawia,
ze powinien by¢ bardziej odporny na ryzyko rynkowe niz mniej zdywersyfikowany portfel funduszy
inwestycyjnych.

Do skonstruowania portfeli uzyte zostaty dzienne ceny zamkniecia pobrane ze strony internetowej
Stoog.com. Dane obejmujg okres ponad 7 lat, od 04.01.2016 do 13.04.2023, co daje tgcznie 1883
i 1813 obserwacji odpowiednio dla portfela walutowego i portfela funduszy inwestycyjnych. Okres
obejmuje wydarzenia majgce istotny wptyw na zachowania rynkéw finansowych, takie jak brexit,
pandemia COVID-19 i kryzys z nig zwigzany oraz wojna w Ukrainie, ktéra miata szczegélnie duzy wptyw
na panstwa regionu Europy Srodkowo-Wschodniej.

Badany okres podzielony zostat na dwie prébki: in-sample, na podstawie ktérej skonstruowany zostanie
model, oraz out-of-sample, ktéra postuzy do weryfikacji poprawnosci otrzymanych wynikéw. Pierwsza
prébka obejmuje okres od 04.01.2016 do 24.04.2022 (1633 obserwacje) dla portfela walutowego i od
04.01.2016 do 13.04.2022 (1563 obserwacje) dla portfela ETF, druga zas po 250 obserwacji dla kazdego
z portfeli — odpowiednio okres od 28.04.2022 do 13.04.2023 i od 14.04.2022 do 13.04.2023.

4. Rezultaty badan

4.1. Analiza zmiennych

Stopy zwrotéw z portfela przedstawione sg w formie zlogarytmowanej i obliczane za pomocg naste-
pujacego wzoru:

return, = (In(p,) — In(pe-1)), (7)
gdzie: p, — wartosc danego portfela w okresie t.
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Na rysunkach 1 i 2 pokazano zmiany wartosci poszczegdlnych zmiennych oraz ich zwrotéw, odpo-
wiednio dla portfela walutowego i portfela ETF. Oba portfele zyskaty na wartosci w omawianym okresie,
cho¢ osiggniety zysk rdzni sie miedzy nimi na korzys¢ portfela funduszy inwestycyjnych. Portfel ETF
wykazuje trend wzrostowy, widoczny az do poczatku 2022 roku, czyli prawie przez caty badany okres.
Z kolei w przypadku portfela walutowego brak jest jednoznacznego trendu wzrostowego. Mozna
jednak podzieli¢ badany okres na dwie czesci: w pierwszej, do potowy 2018 roku, widoczny jest trend
spadkowy, a w drugiej, az do konca okresu, trend wzrostowy.
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Rys. 1. Wartos¢ portfela walutowego oraz zlogarytmowane zwroty z portfela

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 2. Wartos¢ portfela ETF oraz zlogarytmowane zwroty z portfela

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Warto zwréci¢ uwage na obserwacje odstajace, czyli nagte zmiany wartosci, ktére znacznie odbiegaja
od $redniej i wptywajg na dynamike szeregu czasowego. Zjawiska te najczesciej s wynikiem istotnych
wydarzen o globalnym zasiegu, ktore miaty wyrazny wptyw na rynki finansowe. Najwiekszy wptyw na
zmiany wartosci portfeli miaty nastepujgce wydarzenia: referendum w sprawie opuszczenia Unii Euro-
pejskiej przez Wielkg Brytanie w czerwcu 2016 roku, wybuch pandemii COVID-19 w Europie w marcu
2020 roku oraz poczatek wojny w Ukrainie w lutym 2022 roku.

Na dynamike portfela ETF szczegdlnie wptyneta pandemia COVID-19, natomiast referendum w sprawie
brexitu oraz atak Rosji na Ukraine miaty istotny wptyw na zmiany zwrotéw w portfelu walutowym.
Wptyw tych wydarzen wida¢ réwniez na wykresach zlogarytmowanych zwrotéw. W pierwszym
kwartale 2020 roku w portfelu ETF pojawity sie zwroty (zaréwno ujemne, jak i dodatnie) wyraznie
odbiegajgce od $redniej, podobng sytuacje mozna zaobserwowac¢ w potowie 2016 roku oraz na
poczatku 2022 roku w przypadku portfela walutowego.

Portfel funduszy inwestycyjnych cechuje sie wiekszg zmiennoscig niz portfel walutowy. Wskazuje na
to miedzy innymi ponad dwukrotnie wieksza réznica pomiedzy najmniejszg a najwiekszg wartoscia
zwrotu z portfela ETF w poréwnaniu z portfelem walutowym. Ponadto zwroty w portfelu sg srednio
ponad dwukrotnie wieksze co do wartosci bezwzglednej. W portfelu walutowym wystepuje jednak
wiecej obserwacji odstajgcych, wsrdd ktérych najbardziej widoczne sg te zwigzane z brexitem oraz
wybuchem wojny w Ukrainie. To drugie wydarzenie w szczegdlnosci doprowadzito do znacznych
wahan w zwrotach z portfela. Portfel funduszy inwestycyjnych jest bardziej odporny na wymienione
powyzej istotne dla gospodarki Swiatowej wydarzenia, gdyz nie wptynety one znaczaco na wielkos¢
zwrotow w portfelu. Wyjatek stanowi poczatek pandemii COVID-19 w 2020 roku, ktdéry znaczaco
obnizyt wartos¢ portfela, wptywajac istotnie na zmiany w wielkosciach zwrotéw, ktore widoczne byty
przez caty rok 2020.

Zjawisko grupowania wariancji (volatility clustering) polega na tym, ze okresy o wysokiej zmiennosci sg
nastepstwami innych okresdow o wysokiej zmiennosci, a okresy o niskiej zmiennosci wystepujg po
innych okresach o niskiej zmiennosci. Analizujgc wykresy zwrotéw z obu portfeli (rys. 1 i 2), mozna
zaobserwowacd skupiska, w ktérych zmiany sg znacznie wyzsze od Sredniej. Zjawisko to najczesciej
wynika z obecnosci obserwacji odstajacych, ktdre zwiekszajg wariancje zwrotéw w kilkudziesieciu
kolejnych obserwacjach. W szczegdlnosci, jest ono najbardziej widoczne w pierwszym kwartale 2020
roku dla portfela ETF oraz w drugim kwartale 2016 roku i pierwszym kwartale 2022 roku dla portfela
walutowego. Dla obu portfeli przeprowadzono réwniez test ARCH-LM, w ktérym uzyskano p-value
bliskie zeru, co oznacza, ze hipoteza o braku efektu ARCH zostata odrzucona. Test ten stanowi formalne
potwierdzenie wystepowania zjawiska grupowania wariancji w obu szeregach.
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Rys. 3. Histogram zlogarytmowanych zwrotéw z portfela walutowego i portfela ETF

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Portfel funduszy inwestycyjnych cechuje sie wiekszg zmiennoscig niz portfel walutowy, zaleznos¢ ta
wyglgda podobnie rdwniez pomiedzy poszczegdlnymi sktadowymi tych portfeli (rys. 3). Wskazuje na
to znacznie wieksze odchylenie standardowe portfela ETF oraz wiekszy wptyw obserwacji odstajgcych
na zmiennos$¢ zwrotéw portfela. Zwroty zadnego z portfeli nie majg rozktadu normalnego, o czym
Swiadczy bliskie zera p-value otrzymane w tescie Jarque’a-Bery. W obu portfelach widoczna jest
wysoka dodatnia kurtoza, wskazujgca na duzg liczbe obserwacji odstajgcych oraz na wystepowanie
grubych ogondéw. Ponadto zwroty z portfela funduszy inwestycyjnych cechuja sie delikatng lewo-
stronng skosnoscig, a z portfela walutowego prawostronng, co wskazuje na wystepowanie asymetrii
rozktadu zwrotéw. Analizujac cze$¢ tabeli dotyczacg danych wielowymiarowych, mozna zauwazyc, ze
poszczegdlne sktadowe portfela walutowego sg bardziej zréznicowane niz w przypadku portfela ETF.
Wskazujg na to znaczace rdznice pomiedzy maksymalnymi a minimalnymi wartosciami poszczegdlnych
statystyk.

4.2. Identyfikacja obserwacji odstajgcych

Istotnym etapem w konstrukcji poprawnego modelu GARCH jest identyfikacja obserwacji odstajgcych.
Postuzono sie programem JDemetra+, ktdry wykryt po 10 takich obserwacji dla kazdego z omawianych
szeregdw. Dla portfela walutowego zidentyfikowano pie¢ obserwacji o charakterze jednorazowym
(additive outlier, AO), ktore powodujg zmiane wartosci tylko w jednym okresie, i pie¢ o charakterze
przejsciowym (temporary change, TC), ktére powodujg tymczasowe przesuniecie poziomu zmiennej
zaleznej, ktéra wraca do poziomu pierwotnego po pewnym czasie zgodnie z funkcjg wyktadnicza. Na
rysunku 4 przedstawione zostaty wszystkie obserwacje odstajgce dla szeregu portfela walutowego.

Najwieksze ich skupisko przypada na koncéwke badanego okresu (rok 2022), co prawdopodobnie
spowodowane byto atakiem Rosji na Ukraine, ponadto w 2016 roku mozna byto zauwazy¢ obserwacje
znaczgco odbiegajgcg od Sredniej spowodowang wyjsciem Wielkiej Brytanii z Unii Europejskiej.
W szeregu portfela ETF wykryto natomiast siedem obserwacji o charakterze jednorazowym i trzy
o charakterze przejSciowym — przedstawiono je na rysunku 5. Wszystkie skupione byty w 2020 roku
i zwigzane bezposrednio z wybuchem pandemii COVID-19 oraz z kryzysem przez nig spowodowanym.
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Rys. 4. Obserwacje odstajace dla szeregu portfela walutowego
Oznaczenia: niebieski znacznik — temporary change; zielony znacznik — additive outlier.

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 5. Obserwacje odstajace dla szeregu portfela ETF
Oznaczenia: niebieski znacznik — temporary change; zielony znacznik — additive outlier.

Zrédto: opracowanie wiasne.

W celu wymodelowania tych obserwacji w okresie out-of-sample do kazdego z modeli dodane zostaty
dwa rodzaje zmiennych odpowiednio dla obserwacji o charakterze jednorazowym (AO) i o charakterze
przejsciowym (TC):

AOt(to)z{ldlatztO Tct(to)z{ Odlat<t0

Odlat # t,’ 0,8t dlat > t, (8)

gdzie: ty — okres, w ktérym wystgpita dana obserwacja nietypowa.

4.3. Estymacja modeli klasy GARCH

W badaniu skonstruowane zostang modele Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity
(GARCH) z réznymi rozktadami teoretycznymi dla kazdego z omawianych portfeli. Pierwszym krokiem
w identyfikacji procesu AutoRegressive Integrated Moving Average (ARIMA(p,d,q)) jest wyznaczenie
wartosci parametru d, ktory odpowiada stopniowi zintegrowania analizowanej zmiennej. Postuzono sie
odpowiednimi testami na stacjonarno$é: testem Dickeya-Fullera (ADF) oraz testem Kwiatkowskiego-
-Phillipsa-Schmidta-Shina (KPSS), ktdrych wyniki dla obu szeregdéw przedstawione zostaty w tabeli 1.
Wyniki testow ADF oraz KPSS dla obu portfeli wskazujg, ze szeregi te sg stacjonarne.

Kolejnym krokiem identyfikacji procesu ARIMA(p,d,q) jest wyznaczenie pozostatych parametrow p oraz
g (z badania stacjonarnosci wiadomo, ze parametr d = 0 dla obu szeregdw). Postuzono sie w tym celu
wykresami autokorelacji (autocorrelation function, ACF) oraz autokorelacji czesciowej (partial auto-
correlation function, PACF). Przed przystgpieniem do analizy wykreséw ACF i PACF przeprowadzono
rowniez test Ljunga-Boxa (LB) dla 40. opdznienia, w ktérym uzyskano p-value ponizej 0,05 dla kazdego
z szeregdw. Oznacza to, Ze szeregi te nie sg biatym szumem i mozna je modelowac¢ za pomocg modelu
ARIMA, uzasadnione jest zatem przejscie do dalszej analizy.
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Tabela 1. Wyniki testéw na stacjonarnos¢ dla portfela walutowego oraz portfela ETF

Portfel walutowy
Test Statystyka Statystyka Test Breuscha-Godfreya

* testowa krytyczna 1. rzad 2.rzad 3.rzad | 4.rzad | 5.rzad
Dickeya-Fullera -41,732 -1,95 0,384 0,01 0,016 0,018 0,003
ADFzlag=1 -31,83 -1,95 0,044 0,1 0,202 0,265 0,042
ADFzlag=2 -24,783 -1,95 0,772 0,463 0,392 0,037 0,036
ADFzlag=3 -20,871 -1,95 0,051 0,146 0,001 0,002 0,004
ADFzlag=4 -17,773 -1,95 0,008 0,005 0,008 0,014 0,007
ADFzlag=5 -17,473 -1,95 0,053 0,127 0,247 0,013 0,025
ADFzlag=6 -16.949 -1,95 0,508 0,802 0,743 0,407 0,459
KPSS 0,073 0,463

Portfel ETF

Dickeya-Fullera -44,885 -1,95 0,897 0,071 0,003 0,007 0,015
ADFzlag=1 -31,653 -1,95 0,571 0,391 0,051 0,1 0,169
KPSS 0,027 0,463

Zrédto: opracowanie wiasne.

Na podstawie analizy wykresdw ACF i PACF oraz przeprowadzonej nastepnie procedury ,od ogétu
do szczegdtu” udato sie wybraé pare najlepszych modeli ARMA dla kazdego z omawianych szeregéw.
W celu wytonienia najlepiej dopasowanego z nich postuzono sie dwoma kryteriami informacyjnymi:
kryterium informacyjnym Akaikego (Akaike information criterion, AIC) oraz bayesowskim kryterium
informacyjnym Schwarza (bayesian information criterion, BIC). Dla portfela walutowego model ARMA(3,2)
uzyskat najnizsze wartosci dla obu kryteriéw, potwierdzajac wnioski uzyskane z przeprowadzonej
wczesniej procedury ,,od ogétu do szczegdtu”. Podobnie sytuacja wyglagda z modelem ARMA(2,1) dla
portfela ETF, ktéry rowniez uzyskat najnizsze wartosci obu kryteriéw. Po zastosowaniu wszystkich
trzech metod identyfikacji procesu ARIMA ustalono wiec, ze dla portfela walutowego najlepiej
dopasowanym modelem jest ARMA(3,2), a dla portfela funduszy inwestycyjnych ARMA(2,1).

W tabeli 2 przedstawiono wyniki oszacowan modeli ARMA(2,3) dla portfela walutowego i ARMA(2,1)
dla portfela funduszy inwestycyjnych, przeprowadzono réowniez odpowiednie testy diagnostyczne dla
tych modeli. W tescie Ljunga-Boxa dla obu modeli uzyskano wartos¢ p-value > 0,05, co oznacza, ze
reszty z tych modeli sg biatym szumem. Potwierdzajg to réwniez wykresy ACF i PACF dla kazdego z tych
modeli, na ktérych nie uwidoczniono zadnych istotnych opdznien. Oba modele sg poprawne i mogg
zostac uzyte do konstrukcji modeli GARCH.

Tabela 2. Parametry modelu ARMA(2,3) i ARMA(2,1) kolejno dla portfela walutowego i ETF oraz wyniki testu
Ljunga-Boxa i odpowiadajgce mu p-value

ARMA(2,3) ARMA(2,1)
Parametr wartos¢ parametru p-value wartos¢ parametru p-value
AR L1 0,76 0,00 -0,93 0,00
AR L2 -0,83 0,00 -0,08 0,00
AR L3 0,09 0,00
MA L1 -0,72 0,00 0,88 0,00
MA 0,76 0,00 0,00
Test statystyka testowa p-value statystyka testowa p-value
Ljung-Box 42,85 0,35 54,59 0,06

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Przeprowadzono estymacje modelu GARCH(1,1) z rozkladem normalnym dla kazdego z szeregdw,
kazdy z modeli oparty jest na odpowiednim modelu ARIMA oraz zawiera zmienne wykrywajace obser-
wacje odstajgce. Wybrano GARCH(p,q) z oboma parametrami rownymi 1, gdyz taki jest najczesciej
uzywany w literaturze dotyczgcej modelowania szeregéw czasowych za pomoca rozpatrywanego
modelu (Wong i in., 2016). W tabeli 3 przedstawione zostaty wyniki estymacji parametréw modelu
wraz z odpowiadajgcymi im statystykami p-value dla portfela walutowego oraz portfela ETF.

Tabela 3. Parametry modelu GARCH(1,1) z rozktadem normalnym, wyniki testow Ljunga-Boxa i Jarque’a-Bery oraz
odpowiadajace im p-value

Portfel walutowy

Parametr W a B test Ljunga-Boxa Jarque’a-Bery
Wyniki estymacji 0,000 0,127 0,804 statystyka testowa 33,88 50,56

p-value 0,000 0,000 0,000 p-value 0,741 0,000

Portfel ETF

Parametr w a B test Ljunga-Boxa Jarque’a-Bery
Wyniki estymacji 0,000 0,071 0,904 statystyka testowa 35,14 66,24

p-value 0,000 0,008 0,011 p-value 0,689 0,000

Zrédto: opracowanie wiasne.

Wartosci p-value dla wszystkich parametréw modelu GARCH(1,1) sg wieksze od 0,05, co oznacza, ze
wszystkie zmienne w modelu s3 istotne statystycznie. Ponadto sumy parametréow a i 8 dla obu modeli
s3 mniejsze niz 1, zatem ich wariancja warunkowa jest stacjonarna. W modelach GARCH dla portfela
walutowego otrzymano p-value > 0,05 w tescie Ljunga-Boxa, co wskazuje na brak podstaw do
odrzucenia hipotezy o braku autokorelacji reszt, a to oznacza, ze proces jest biatym szumem. W tescie
Jarque’a-Bery otrzymano natomiast p-value < 0,05 i odpowiadajgcg mu statystyke testowg réwna
50,56, co wskazuje na koniecznos$¢ odrzucenia hipotezy o normalnosci rozktadu reszt w modelu.
Zastosowanie modelu GARCH(1,1) z uwzglednieniem zmiennych opisujgcych obserwacje odstajgce
sprawito, ze statystyka testowa w tescie Jarque’a-Bery zmalata wzgledem poczgtkowych danych
prawie czterokrotnie, nie udato sie jednak uzyskaé rozktadu normalnego reszt w modelu. Podjeto
prébe zastosowania wszystkich mozliwych krokéw, by uzyskaé rozktad normalny reszt.
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Rys. 6. Oszacowania wariancji warunkowej za pomocg modelu GARCH(1,1) z rozktadem normalnym odpowiednio
dla portfela walutowego i portfela ETF

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Dla modelu GARCH wyestymowanego dla portfela ETF sytuacja wyglada analogicznie, réwniez nie
udato sie uzyskaé rozktadu normalnego mimo trzykrotnego zmniejszenia statystyki testowej w tescie
Jarque’a-Bery wzgledem poczatkowych danych. Na rysunku 6 przedstawiono oszacowania wartosci
wariancji warunkowej za pomocg modelu GARCH(1,1) z rozktadem normalnym (czerwona linia).
Oszacowania wariancji wydajg sie odpowiednio dopasowane szczegélnie w przypadku zwrotéw
z portfela walutowego, model dobrze radzi sobie z wykrywaniem skupien wariancji zwrotéw. Dla
portfela ETF prognozy wariancji wydajg sie mniej doktadne, szczegdlnie w przypadku obserwacji
odstajacych.

Zdecydowano sie na estymacje modelu GARCH(1,1) z rozktadem sko$nym t-Studenta w celu poréw-
nania uzyskanych w nim oszacowan z tymi z modelu GARCH z rozktadem normalnym. Oszacowania jego
parametrow oraz wyniki wybranych testow statystycznych przedstawiono w tabeli 4. Ponownie dla obu
modeli wszystkie parametry modelu sg istotne (p-value < 0,05). Ponadto oszacowania parametréw
sg zblizone do tych z modelu GARCH z rozktadem normalnym. W obu przypadkach suma parametréw
ai B8 réwniez jest mniejsza niz jeden, co wskazuje na stacjonarnos¢ wariancji warunkowej kazdego

Tabela 4. Parametry modelu GARCH(1,1) z rozktadem sko$nym t-Studenta, wyniki testow Ljunga-Boxa i Jarque’a-
-Bery oraz odpowiadajgce im p-value

Portfel walutowy

Parametr w a B ksztatt test Ljunga-Boxa Jarque’a-Bery
Wyniki estymacji 0,000 0,123 0,816 6,903 statystyka testowa 28,337 118,03

p-value 0,000 0,000 0,000 0,000 p-value 0,916 0,000

Portfel ETF

Parametr w a 4 ksztatt test Ljunga-Boxa Jarque’a-Bery
Wyniki estymacji | 0,0000 | 0,077 0,892 6,344 statystyka testowa 4,344 63,6

p-value 0,002 0,000 0,000 0,000 p-value 0,0371 0,000

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rys. 7. Oszacowania wariancji warunkowej za pomocg modelu GARCH(1,1) z rozktadem skosnym t-Studenta
odpowiednio dla portfela walutowego i portfela ETF

Zrédto: opracowanie wiasne.
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z modeli. Wyniki testu Ljunga-Boxa dla obu portfeli nie réznig sie od tych dla modelu GARCH z roz-
ktadem normalnym. Podobnie sytuacja wyglada w tescie Jarque’a-Bery, w ktérym otrzymano statystyke
testowga znacznie przewyzszajacq wartos¢ krytyczng na poziomie 5%, co wskazuje na koniecznos¢
odrzucenia hipotezy zerowej o normalnosci rozktadu reszt z modeli. W modelu dla portfela waluto-
wego otrzymano jednak statystyke testowg w tescie Jarque’a-Bery ponad dwukrotnie wiekszg niz
w modelu GARCH z rozktadem normalnym. Na rysunku 7 przedstawiono oszacowania wariancji warun-
kowej dla kazdego z omawianych modeli GARCH(1,1) z rozktadem sko$nym t-Studenta. Stwierdzono,
iz oszacowana postaé poprawnie modeluje zaréwno zjawisko skupienia wariancji, jak i wystepowanie
obserwacji odstajacych.

W celu uzyskania doktadnej informacji dotyczacej tego, ktéry model generuje najlepsze prognozy VaR,
nalezy postuzy¢ sie odpowiednimi testami, ktére przeprowadzone zostang w kolejnym podpunkcie.

4.3.1. Szacowanie Value-at-Risk oraz poréwnanie wynikéw

Przeprowadzona zostanie analiza pordwnawcza oraz ocena wynikdw oszacowan Value-at-Risk uzyska-
nych za pomocg wczesniej wymienionych metod dla portfela walutowego oraz portfela ETF. Na podsta-
wie wynikow zostanie wytoniona najbardziej doktadna metoda wyznaczania VaR, a takze wyciggniete
zostang odpowiednie wnioski.

Prognozowany okres obejmuje 250 obserwacji zaréwno dla portfela walutowego, jak i funduszy
inwestycyjnych, co stanowi mniej niz 15% catego badanego okresu. Daje to zatem wystarczajacg wiel-
kos¢ préby in-sample, by prognozy VaR wygenerowane na podstawie byty doktadne. Wartos¢ zagrozona
zostanie oszacowana na poziomie ufnosci 97,5%, co oznacza, ze z takim prawdopodobieristwem straty
w portfelu nie przekroczg wartosci VaR w prognozowanym okresie. Na rysunku 8 przedstawione
zostaty histogramy zwrotdéw z poszczegdlnych portfeli w catym badanym okresie, zaznaczono na nich
czerwonym kolorem zwroty ponizej kwantyla réwnego 2,5%. Mozna zaobserwowaé na nich wystepo-
wanie obserwacji odstajacych.
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Rys. 8. Zwroty z portfela walutowego i portfela ETF ponizej kwantyla 2,5%

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Na rysunku 9 przedstawiono analogiczne histogramy dla prognozowanego okresu out-of-sample. Nie
wida¢ na nich obserwacji odstajacych, ponadto w przedziale czasowym zwroty z portfela funduszy
inwestycyjnych majg rozktad normalny (co potwierdzone zostato testem Jarque’a-Bery, w ktédrym
otrzymano statystyke p-value rowng 0,94) w przeciwienstwie do zwrotdw z catego badanego okresu.
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Rys. 9. Zwroty z portfela walutowego i portfela ETF ponizej kwantyla 2,5% w okresie out-of-sample

Zrédto: opracowanie wiasne.

Do oceny poszczegdlnych metod wyznaczania Value-at-Risk zastosowane zostang testy statystyczne:
test bezwarunkowego pokrycia (test Kupca) oraz test warunkowego pokrycia (test Christoffersena).
Dodatkowo wykorzystana zostanie funkcja wskaznika, ktéra sumuje liczbe przypadkéw przekroczenia
prognozowanej wartosci VaR przez rzeczywiste zwroty w danym portfelu. Funkcja ta przyjmuje postac:

1,jezeliry 1 < VaR; 44
0,jezeliry 1 > VaR; 1

evr = )
Pozadana liczba przekroczenn VaR na poziomie istotnosci 2,5% dla prognozowanego okresu (250
obserwacji) dla danego portfela wynosi sze$¢ przekroczen. W tabeli 5 przedstawiono wyniki testéw
Kupca i Christoffersena oraz oczekiwang i rzeczywistg liczbe przekroczen VaR dla danej metody
szacowania Value-at-Risk dla portfela walutowego oraz funduszy inwestycyjnych.

Tabela 5. Ocena metod poszczegdlnych szacowania VaR

Oczekiwane

przekroczenia Test Christoffersena

Metoda Uzyskane przekroczenia Test Kupca

Portfel walutowy

sko$nym t-Studenta

odrzucenia Hy

Symulacja historyczna 6 11 brak podstaw do | brak podstaw do
odrzucenia Hy odrzucenia Hy
GARCH(1,1) z rozktadem 6 4 brak podstaw do brak podstaw do
normalnym odrzucenia H, odrzucenia Hy
GARCH(1,1) z rozktadem 6 10 brak podstaw do | brak podstaw do

odrzucenia Hy
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Portfela ETF
Symulacja historyczna 6 8 brak podstaw do brak podstaw do
odrzucenia Hy odrzucenia H,
GARCH(1,1) z rozktadem 6 10 brak podstaw do brak podstaw do
normalnym odrzucenia Hy odrzucenia Hy
GARCH(1,1) z rozktadem 6 6 brak podstaw do brak podstaw do
skosnym t-Studenta odrzucenia H, odrzucenia Hy

Zrédto: opracowanie wiasne.

Wyniki testow Kupca i Christoffersena wskazujg na brak mozliwosci odrzucenia hipotezy o dopusz-
czalnej liczbie przekroczen VaR oraz hipotezy o niezaleznosci przekroczen VaR i ich dopuszczalnej
liczbie. Oznacza to, ze kazda z wybranych w tej pracy metod szacowania Value-at-Risk spetnia oba testy
i mozna jej skutecznie uzywaé w celu wyznaczania wartosci zagrozonej dla portfela walutowego.
Ponadto na rysunku 10 przedstawione zostaty przekroczenia VaR uzyskane za pomoca kazdej z wy-
mienionych metod dla portfela walutowego. Najdoktadniejsze prognozy VaR otrzymano za pomoca
modelu GARCH(1,1) z rozktadem normalnym, za jego pomocg osiggnieto jedynie cztery przekroczenia,
co oznacza, ze model delikatnie przeszacowuje ryzyko. Pozostate modele majg natomiast problem
z niewielkim niedoszacowaniem ryzyka (liczba przekroczen VaR > 6). Najmniej doktadna zgodnie z prze-
widywaniami okazata sie metoda symulacji historycznej, ktdra miata problem z doszacowaniem ryzyka,
w szczegblnosci w pierwszej czesci prognozowanego okresu.
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Rys. 10. Przekroczenia VaR uzyskane za pomocga kolejnych metod: symulacji historycznej, modeli GARCH(1,1)
z rozktadem normalnym i skosnym t-Studenta dla portfela walutowego

Zrédto: opracowanie wiasne.

W przypadku portfela ETF dla kazdej metody wyznaczania Value-at-Risk nie znaleziono podstaw do odrzu-
cenia hipotez zerowych w testach Kupca i Christoffersena. Wszystkie omawiane modele dobrze sprawdzajg
sie w szacowaniu wartosci zagrozonej. Na rysunku 11 przedstawione zostaty przekroczenia VaR osiggniete
za pomocg omawianych w tej pracy metod szacowania Value-at-Risk. Pod wzgledem kryterium liczby
przekroczen najlepiej wykazuje sie model GARCH(1,1) z rozktadem skosnym t-Studenta, poniewaz dzieki
jego zastosowaniu otrzymano réwno szesc takich przekroczen. Pozostate modele réwniez sg doktadne
w prognozowaniu Value-at-Risk, jednak zdarza im sie nie doszacowac ryzyka. W przypadku portfela
funduszy inwestycyjnych najgorzej wypadt model GARCH(1,1) z rozktadem normalnym, ktory miat szcze-
goblny problem z doszacowaniem ryzyka w pierwszym pétroczu okresu out-of-sample.
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Symulacja historyczna GARCH(1,1) z rozktadem
normalnym

Sdopa Tatotu

GARCH(1,1) z rozktadem
sko$nym t-Studenta

Rys. 11. Przekroczenia VaR uzyskane za pomocga kolejnych metod: symulacji historycznej, modeli GARCH(1,1)
z rozktadem normalnym i skosnym t-Studenta dla portfela ETF

Zrédto: opracowanie wiasne.

Podsumowujac, nalezy stwierdzi¢, ze wszystkie wybrane w tej pracy metody szacowania Value-at-Risk
okazaty sie skuteczne dla obu portfeli. W przypadku portfela walutowego najlepszg metoda jest model
GARCH(1,1) z rozktadem normalnym, a dla portfela ETF model GARCH(1,1) z rozktadem sko$nym
t-Studenta. Ponadto zauwazono, 7e oszacowania Value-at-Risk sg z reguty doktadniejsze dla portfela
funduszy inwestycyjnych niz dla portfela walutowego, szczegdlnie w przypadku modeli GARCH(1,1).

5. Dyskusja i wnioski

Wybdr metod wyznaczania Value-at-Risk (VaR) ma istotne znaczenie praktyczne, zwtaszcza w okresach
wystgpienia wydarzen wptywajgcych na rynki finansowe, takich jak brexit, pandemia COVID-19 czy atak
Rosji na Ukraine. W niniejszym badaniu przeanalizowano, jak rézne metody szacowania VaR reaguja
na okresy zwiekszonego ryzyka rynkowego oraz jak skutecznie radzg sobie z tymi problemami
w kontekscie portfeli walutowego i ETF.

W artykule przetestowano hipoteze pierwszg, ktora dotyczyta wyzszosci modelu GARCH(1,1) z roz-
ktadem skosnym t-Studenta nad modelem GARCH z rozktadem normalnym w kontekscie doktadnosci
modelowania szeregdw czasowych oraz szacowania VaR, zwtaszcza w okresach zwigzanych z pandemig
COVID-19 oraz atakiem Rosji na Ukraine. Wyniki oszacowania Value-at-Risk dla obu portfeli w progno-
zowanym okresie nie pozwalajg na jednoznaczny wybdr najlepszej metody szacowania VaR. Testy
diagnostyczne, takie jak test Kupca i test Christoffersena nie pozwolity na odrzucenie zadnej z metod
jako nieodpowiedniej w prognozowaniu VaR.

Dzieki zastosowaniu kryterium liczby przekroczen VaR, okreslono, ktéra z metod najlepiej prognozuje
wartos$é zagrozong dla danego portfela. Okazato sig, ze dla portfela walutowego najlepszym modelem
jest GARCH(1,1) z rozktadem normalnym, podczas gdy dla portfela ETF model GARCH(1,1) ze skosnym
rozktadem t-Studenta. Model GARCH(1,1) z rozktadem normalnym okazat sie najbardziej trafny
w prognozowaniu VaR dla portfela walutowego, a rozktad t-Studenta, uwzgledniajgcy leptokurtycznosc
rozktadu zwrotéw, najlepiej pasowat do danych z portfela ETF.

W artykule wykazano réwniez, ze konstrukcja portfela ma wptyw na jego podatnosc na ryzyko. Zostata
przetestowana hipoteza, ze portfele sktadajace sie z wiekszej liczby instrumentéw sg bardziej odporne
na ryzyko rynkowe od tych, ktére zawierajg mniejszg liczbe aktywdéw. Wyniki badania wskazaty na
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dodatnig korelacje miedzy liczbg instrumentéw w portfelu a jego podatnoscig na ryzyko, co prowadzi
do odrzucenia tej hipotezy. Przeciwne zaleznosci, ktére byty spodziewane, wynikaty z dodatniej kore-
lacji pomiedzy instrumentami, co nie prowadzito do zmniejszenia ryzyka portfela. W zwigzku z tym
warto poddac dalszym badaniom portfele sktadajgce sie z bardziej zréznicowanych instrumentodw,
ktdre nie sg ze sobg dodatnio skorelowane.

W niniejszym artykule skoncentrowano sie na portfelach inwestycyjnych, w ktérych sktadniki sg wza-
jemnie skorelowane. Kolejnym krokiem mogtoby by¢ zastosowanie wielowymiarowych modeli GARCH,
ktore mogtyby dostarczy¢ doktadniejszych oszacowan VaR niz modele jednowymiarowe (Santos i in.,
2013). Badanie mogtoby takze zostac¢ rozszerzone o uwzglednienie bardziej zdywersyfikowanych
portfeli inwestycyjnych, aby sprawdzi¢, czy s3 one odporniejsze na ryzyko niz portfele sktadajace sie
z instrumentdéw jednego typu.

Aktywa oraz portfele inwestycyjne sg czesto narazone na straty spowodowane wzrostem ryzyka
rynkowego, szczegdlnie w okresach duzych zmian na rynkach finansowych. Prognozowanie VaR jest
jednym z kluczowych narzedzi w analizie ryzyka finansowego, szczegdlnie w kontekscie portfeli inwesty-
cyjnych. Inwestorzy powinni tgczy¢ VaR z innymi narzedziami analitycznymi, regularnie testowac
i aktualizowac swoje modele, aby dostosowac je do zmieniajgcych sie warunkéw rynkowych.
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Value-at-Risk Forecasting for Investment Portfolios

Abstract

Aim: The aim of this paper is to identify the Value-at-Risk estimation method that generates the most
accurate forecasts for investment portfolios. The paper assumes that the accuracy of Value-at-Risk
forecasts is measured using the Kupiec and Christoffersen tests. Additionally, the impact of the portfo-
lio construction on its vulnerability to risk was also analyzed.

Methodology: The study was conducted using data on stock market indices obtained from Stooq.com.
The historical simulation method and two GARCH(1,1) models with different theoretical distributions
were used to estimate Value-at-Risk. Furthermore, the results were validated and verified, taking into
account events such as Brexit, the COVID-19 pandemic, and Russia's attack on Ukraine.

Results: The most accurate Value-at-Risk forecasts were obtained using the GARCH(1,1) model with
a skewed t-student distribution. Additionally, in almost every case, the GARCH models generated more
accurate forecasts than the historical simulation.

Implications and recommendations: Assets and investment portfolios are often exposed to losses
caused by an increase in market risk during periods of significant market changes. VaR forecasting is
one of the key tools used in financial risk analysis, particularly in the context of investment portfolios.
Investors should combine VaR with other analytical tools and regularly test and update models
depending on changing market conditions.

Originality/value: This issue is crucial from the perspective of risk management by banks and other
financial institutions. Currently, there is no recommended Value-at-Risk estimation method that serves
as an industry standard. Therefore, an attempt was made to develop and test an approach within the
ways of determining the value at risk.

Keywords: Value-at-Risk, GARCH model, investment portfolios, market risk
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